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Let ϕn = inf
{
ℜs |
∑n
m=1m
−s = 0}. We show that limn→+∞ ϕn/n = − log 2.
1 E´nonce´ du the´ore`me principal et principes de la de´monstration
Soit
ζn(s) =
n∑
m=1
m−s (s = σ + iτ ; σ, τ ∈ R)
la somme partielle d’ordre n ∈ N∗ de la se´rie de Dirichlet de la fonction zeˆta de Riemann. Posons
ϕn = inf
{
σ | ζn(s) = 0} (n ∈ N
∗).
The´ore`me On a
lim
n→+∞
ϕn
n
= − log 2.
Pour 0 < k < n, posons
ζn,k(s) = n
−s −
∑
n−k6j<n
j−s +
∑
16j<n−k
j−s (s ∈ C),
et
ρn,k = inf
{
σ | ζn,k(σ) = 0} (n ∈ N
∗)
(on ne conside`re ici que les ze´ros re´els). Observons de`s maintenant que k 7→ ρn,k est de´croissante (car
k 7→ ζn,k(σ) est de´croissante pour tout σ ∈ R, et limσ→−∞ ζn,k(σ) = +∞).
Le the´ore`me re´sulte de la proposition suivante.
Proposition 1 (i) Pour tout n ∈ N∗, on a ϕn > ρn,n−1 ; (ii) Pour tout k ∈ N
∗, il existe n1(k) ∈ N
∗ tel
que ϕn 6 ρn,k pour tout n > n1(k) ; (iii) ρn,k/n→ − log 2 (n > k →∞).
Le point (i) est un exercice facile, signale´ par exemple dans [2, Theorem 3.1]. Les auteurs de [2]
de´montrent en outre ([2, p. 25]) que
ρn,n−1
n
→ − log 2 (n→∞).
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Le point (iii) se de´montre de la meˆme fac¸on, en observant que pour tout c > 0 fixe´, on a
n−cnζn,k(−cn)→
ec − 2
ec − 1
, (n > k →∞).
C’est donc le point (ii) qui va retenir notre attention. Dans [2], Borwein, Fee, Ferguson et van der Waall
de´montrent que ϕp = ρp,p−1 pour p premier (Theorem 4.10). Leur approche peut eˆtre e´tendue au cas de
tous les entiers, en faisant appel au the´ore`me d’e´quivalence de Bohr, que nous rappelons maintenant.
Deux se´ries de Dirichlet ordinaires
f(s) =
∞∑
m=1
a(m)
ms
et g(s) =
∞∑
m=1
b(m)
ms
sont dites e´quivalentes s’il existe une fonction f : N∗ → C comple`tement multiplicative, telle que b(m) =
a(m)f(m) et |f(m)| = 1 pour toutm > 1 (cf. [1, Theorem 8.12], ou` la condition impose´e a` f , apparemment
plus faible, est en fait e´quivalente a` la noˆtre). Le the´ore`me d’e´quivalence de Bohr consiste alors en
l’assertion suivante.
Soient f(s) et g(s) deux se´ries de Dirichlet e´quivalentes qui convergent absolument pour σ >
σ0. Alors, f(s) et g(s) prennent le meˆme ensemble de valeurs dans toute bande ouverte incluse
dans leur domaine de convergence absolue. Plus pre´cisement, si σ0 6 a < b, alors
{
f(s), a < σ < b
}
=
{
g(s), a < σ < b
}
.
Cet e´nonce´ figure dans [1, Theorem 8.16], ou` seul le cas des demi-plans σ > a est signale´. La
de´monstration pour une bande verticale est identique.
En particulier, ζn(s) prend dans tout demi-plan σ < b exactement les meˆmes valeurs que
ζn,χ(s) =
n∑
m=1
χ(m)m−s,
ou` χ est une fonction comple`tement multiplicative a` valeurs ±1. Si
χ(n) = ±1, χ(n− 1) = χ(n− 2) = · · · = χ(n− k) = ∓1, (1)
on a
±ζn,χ(σ) 6 ζn,k(σ), (σ ∈ R).
Par conse´quent, ζn,χ(σ) prend la valeur 0 dans la demi-droite ]−∞, ρn,k], et donc ζn(s) posse`de un ze´ro
dans le demi-plan σ < b si b > ρn,k. Cela prouve (ii), qui repose donc sur la proposition suivante, dont la
de´monstration est l’objet des paragraphes 2, 3 et 4.
Proposition 2 Soit k > 1. Il existe n1(k) dans N
∗ tel que, pour tout n > n1(k), il existe une fonction
χ : N∗ → {±1} comple`tement multiplicative ve´rifiant (1).
Nous verrons que l’outil essentiel de la de´monstration de la proposition 2 est le the´ore`me de Siegel
sur la finitude du nombre de points entiers d’une courbe elliptique de´finie sur les rationnels.
Terminons ce paragraphe en rappelant le re´sultat de Montgomery [3] :
sup
{
σ | ζn(s) = 0} = 1 +
( 4
pi
− 1 + o(1)
) log logn
logn
, n→ +∞,
dont la de´monstration utilise e´galement le the´ore`me d’e´quivalence de Bohr.
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2 Syste`me d’e´quations diophantiennes quadratiques
Nous utiliserons au §3 la proprie´te´ de finitude suivante.
Proposition 3 Soit u1 > 0, u2 > 0, u3 > 0, k3 > k2 > k1 > 0 des nombres entiers. Le nombre de
triplets (x, y, z) de nombres entiers tels que
u1x
2 + k1 = u2y
2 + k2 = u3z
2 + k3, (2)
est fini.
De´monstration
Si (x, y, z) est une solution de (2), alors (X,Y ) = (u2u3u
2
1x
2, u21u
2
2u
2
3xyz) est solution de
Y 2 = X(X − α)(X − β), (3)
avec α = u1u2u3(k2 − k1), β = u1u2u3(k3 − k1). L’e´quation (3) est celle d’une courbe elliptique sous la
forme de Weierstrass. Comme 0 < α < β, le the´ore`me de Siegel [4, Chapter IX, Corollary 3.2.1] nous
permet d’affirmer que (3) n’a qu’un nombre fini de solutions entie`res (X,Y ). Par suite, (2) n’a qu’un
nombre fini de solutions entie`res (x, y, z). ✷
3 Partie sans facteur carre´ d’entiers conse´cutifs
Pour n > 1, notons r(n) sa partie sans facteur carre´ : c’est l’unique entier b > 1 sans facteur carre´ tel
que n = a2b, avec a entier. La proposition suivante rassemble les proprie´te´s de la fonction r(n) utilise´es
au §4.
Proposition 4 Pour n > k > 1, on conside`re les nombres
r(n), r(n− 1), . . . , r(n− k) (4)
(i) Soit p un nombre premier, p > k. Alors p divise au plus un des nombres (4).
(ii) Si n > k2 + k, les nombres (4) sont deux a` deux distincts.
(iii) Il existe n0(k) tel que, pour n > n0(k), au plus deux d’entre les nombres (4) ont tous leurs
facteurs premiers 6 k.
De´monstration
(i) Si p|r(n− i) et p|r(n− j) avec 0 6 i < j 6 k, alors p|(j − i) 6 k.
(ii) Si n− i = ua2, n− j = ua′2 avec u, a, a′ ∈ N∗, 0 6 i < j 6 k, alors
k > j − i = u(a2 − a′2) = u(a+ a′)(a− a′) > ua > (ua2)1/2 > (n− k)1/2,
donc n < k2 + k.
(iii) Soient 0 6 k1 < k2 < k3 6 k tels que les nombres ui = r(n − ki), 1 6 i 6 3, posse`dent tous
leurs diviseurs premiers 6 k. Puisque ui est sans facteur carre´, ui | P , ou` P =
∏
p6k
p est le produit des
premiers 6 k. On e´crit n − ki = uia
2
i , ou` ai ∈ N
∗, 1 6 i 6 3. Pour chaque choix des ui et des ki,
l’ensemble des entiers n correspondants est fini d’apre`s la proposition 3. Puisque l’ensemble des sextuples
(u1, u2, u3, k1, k2, k3) est fini (avec moins de P
3k3 e´le´ments), cela de´montre le re´sultat. ✷
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4 Fonctions comple`tement multiplicatives a` valeurs ±1 et en-
tiers conse´cutifs
On de´montre maintenant la proposition 2. On commence par remarquer que χ(m) = χ
(
r(m)
)
pour
tout m ∈ N∗ si χ est comple`tement multiplicative a` valeurs ±1.
Soit n > n1(k), ou` n1(k) = max
(
k2 + k, n0(k)
)
, et n0(k) ve´rifie le (iii) de la proposition 4.
Premier cas : on suppose qu’un nombre premier p > k divise r(n). D’apre`s la proposition 4, (i), les
diviseurs premiers des r(n− j), 0 < j 6 k, sont tous distincts de p. On pose alors χ(p) = −1, et χ(q) = 1
pour q 6= p, pour obtenir (1) avec χ(n) = −1.
Deuxie`me cas : on suppose que tous les diviseurs premiers de r(n) sont 6 k. D’apre`s la proposition 4,
(iii), il existe j0 tel que 0 < j0 6 k et tel que r(n− j) posse`de un facteur premier pj > k pour 0 < j 6 k,
j 6= j0. D’apre`s la proposition 4, (i), chacun des pj ne divise que r(n− j) parmi les nombres (4). De plus,
d’apre`s la proposition 4, (ii), on a r(n) 6= r(n − j0). Il existe donc un nombre premier p qui ne divise
qu’un seul de ces deux nombres. Premier sous-cas : p | r(n) et p ∤ r(n − j0). On pose alors χ(p) = −1,
χ(pj) = (−1)
[p|r(n−j)] pour 0 < j 6 k, j 6= j0, et χ(q) = 1 sur les autres nombres premiers. Ainsi (1)
est re´alise´e avec χ(n) = −1. Deuxie`me sous-cas : p ∤ r(n) et p | r(n − j0). On pose alors χ(p) = −1,
χ(pj) = (−1)
[p∤r(n−j)] pour 0 < j 6 k, j 6= j0, et χ(q) = 1 sur les autres nombres premiers. Ainsi (1) est
re´alise´e avec χ(n) = 1.
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